INTEGRAL
BELIRSIZ INTEGRAL

F (x) fonksiyonun tlrevi f(x) olsun. F (x) fonksiyonuna f (x) fonksiyonunun ters
turevi veya belirsiz integrali denir.

Bir f(x) fonksiyonunun belirsiz integrali [ f(x)dx biciminde ifade edilir.
Bu f(x) fonksiyonunun belirsiz integrali F(x) + c olarak elde edilir.
Burada c sabit sayisina integral sabiti denir. integrali
Budurumda [ f(x)dx = F(x) + c olur. ey
SONUC:

[ ) = Fx)+c

d d .
jf(x)dx=F(x)+c z&jf(x)dx=&(F(x)+c) =F (x)

= %ff(x)dx = f(x) olur.



SORU
fx-f(x) dx = x* — 8x2 olduguna gore f(x) fonksiyonunun x = 2 apsisli noktasindaki

tegetinin egimini bulunuz.

SORU

X
f(x) q

X
bulunuz.

x = x? — 3x + ¢ olduguna goére f(x) fonksiyonunun yerel minimum degerini



INTEGRAL ALMA KURALLARI

n # —1ve n € Q olmak tzere

n+1 xn+1

~ 4+ ¢= F'(x) = x"oldugundan [ x"dx = —

n+1

+ ¢ olur.

F(x) =

NOT: integral alma islemi farkl degiskenlere goére de uygulanabilir.

DIFERANSIYEL KAVRAMI

Turevlenebilir bir f(x) fonksiyonunun tlrevi % (f(x)) = f'(x) olmak lizere
d(f (x)) ifadesine f(x) fonksiyonunun diferansiyeli denir.

d(f(x)) = f'(x) - dx olur.
SORU

f(x) = Vx3 — x olduguna gore f(x) fonksiyonunun diferansiyelini bulunuz.



SORU

e h(x)=[f()dx+ [x.f (x)dx
* h(1) =f(1)

« f(2)=3

olduguna gore h(2) degerini bulunuz.

SORU
j (x Vx — \/—1}> dx

ifadesinin degerini bulunuz.



SORU
fxz(x —3) (x* 4+ 3x + 9) dx ifadesinin esitini bulunuz.



DEGISKEN DEGISTIRME YONTEMI

integral alma kurallari ile alinmasi zor olan bazi integraller degisken degistirme
yontemi kullanilarak daha basit integraller haline getirildikten sonra kolayca
integrali alinabilir.

n#+ 0,n # —1ven € Q olmak tizere

[FEO™ f1(x) - dx

bicimindeki integrallerde sirasiyla asagidaki adimlar uygulanir:
f(x) = u donistimi yapilir. Sonra her iki tarafin diferansiyeli alinir.
f'(x) - dx = du olur.

Buradan donisim ve diferansiyel verilen integralde yerine yazilarak
[fEO™- f'(x)-dx = [u™ - du elde edilir.

Yeni elde edilen u degiskenine bagl integral alinir. Bulunan ifadede u yerine esiti
olan f(x) yazilarak integral alma islemi tamamlanir.



SORU
j(x +1)/x2+2x +2 dx ifadesinin esitini bulunuz.

SORU
=
—— dx ifadesinin esitini bulunuz.
3



RIEMANN TOPLAMI

BiR FONKSIYONUN GRAFIGi ILE x EKSENi ARASINDA KALAN SINIRLI BOLGENIN
ALANININ RIEMANN TOPLAMI YARDIMIYLA YAKLASIK OLARAK HESAPLANMASI

Asagida [a,b] ndatanimli y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

y
A

[a,b] nda y = f(x) egrisi ile x ekseni arasinda kalan bélgenin alani Alman
matematikci Bernhard Riemann (Bernard Riman) tarafindan hesaplanmistir.



[a,b] nda a < x; < x, < b olmak lizere a = x, ve b = x3
secilerek olusturulan P = {x,, x1, X5, X3} kimesine [a,b] nin
bir boliintiisii denir. (Bu bollinti esit araliklarla olmak zorunda
degildir.)

Eger [a,b], n tane esit alt araliga béliinecek olursa

ortak genislik Ax = b%a olur.

Grafikte olusan boyali dikdortgenlerin toplam alanini veren
Axq - f(c1) + Axy - f(cy) + Axs - f(c3) toplamina f(x)
fonksiyonunun [a,b] na ait bir Riemann toplami denir.

Burada [a,b], 3 alt araliga ayrilmistir.

f(cs)
f(c2)

f(eq)

y=1(x)

»X

a=X, ¢4 X

Cy X2 C3 b=X3'



RIEMANN UST TOPLAMI

Grafikteki egrinin Gzerinde olusan boyali dikdortgenlerin

toplam alanini veren

Axy - f(ey) + Axy - f(c3) + Ax3z - f(c3)

toplamina f(x) fonksiyonunun [a,b] na ait bir Riemann st toplami denir.

Eger [a,b] daha fazla alt araliga ayrilirsa bulunan

Riemann ust toplaminin degeri, egrinin altinda ]
y = f(x)
v . (o7 | SEESSERUREE— PRI
kalan alanin degerine daha yakin olur. )
() E———
f(e1) ;
Ola=x X1 X2 b:xs’x
Il ll Il
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RIEMANN ALT TOPLAMI

f(c2) |- !

UCH] I ; : _

N N
o[a=x, x, X, b=xg X

Grafikteki egrinin altinda olusan boyali dikdértgenlerin toplam alanini veren
Axy - f(c1) + Axy - f(cz) + Axs - f(c3)
toplamina f(x) fonksiyonunun [a,b] na ait bir Riemann alt toplami denir.

Eger [a,b] daha fazla alt araliga ayrilirsa bulunan Riemann alt toplaminin degeri,
egrinin altinda kalan alanin degerine daha yakin olur.



SONUC X y =f(x)

»X

(o] a=Xs Cy X, ©C, X, C3 Xg Xp-1 ©, b=x,

b— ) : .
Ax = Ta olmak lGizere [a,b] nda hesaplanan Riemann toplami A4 ise

y = f(x) egrisinin altinda kalan alan yaklasik olarak

A=Ax-f(c) +Ax - f(cz) +Ax - f(c3)+...+Ax - f(cp) = Xk=1Ax - f(ck)

olarak ifade edilir. Buna gore Riemann toplami n nin sonsuza yaklasmasi durumunda
y = f(x) ile x ekseni arasinda kalan alani vereceginden bu alan

lim .7, Ax - f(cy) limiti ile hesaplanir.
n—>0o

Ayrica lim Y7, Ax - f(c,)degerine f fonksiyonunun [a,b] ndaki belirli integrali denir.
n—-00

il_(go YR _Ax - f(c) = f:f(x) - dx olur.



SORU
y = f(x)

O

Yukarida f(x) = x? + 2x + 2 fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Buna gore [0, 4] araligi 4 esit alt araliga boliinerek hesaplanan

Riemann alt toplami kagtir?



SORU

f:[1,3) - [1,27] olmak tzere f(x) = x3 fonksiyonunun tanimh oldugu aralig iki
esit parcaya bolen dlizgtin bir P parcalanmasi yapiliyor.

Buna gore Riemann alt toplaminin Riemann iist toplamina orani kagtir?



BiR FONKSIYONUN BELIRLi INTEGRALI iLE BELIRSiZ INTEGRALI ARASINDAKI iLiSKi
f (x) fonksiyonu [a,b] nda stirekli ve F'(x) = f(x) olmak tizere

{2 f()dx = F(b) — F(a) olur.

BELIRLI INTEGRALIN OZELLIKLERI

f (x) fonksiyonun integrali F (x) ve g(x) fonksiyonunun integrali G (x) olsun.

[a,b] nda integrallenebilir f ve g fonksiyonlari icin belirli integralin 6zellikleri vardir.

1) Belirli integralde alt ve Ust sinirlar esit ise belirli integralin degeri sifirdir.
f:f(x)dx =0

2) Belirli integralde alt ve Ust sinirlar yer degistirirse belirli integral isaret degistirir.

[ fydx = — [ f(x)dx



3) a<c<bise f;f(x)dx integrali asagidaki gibi iki integralin toplami olarak
ifade edilebilir.

12 Fe0dx = [ fydx + [ f(x)dx

4) iki fonksiyonun toplaminin ya da farkinin belirli integrali, belirli integrallerin
toplamina ya da farkina esit olur.

LIf )+ gldx = [ f(x)dx + [7 g(x)dx

[ () = geoldx = [ f(x)dx— [ g(x)dx
SORU

flz(x —2).(x +2)3dx — flz(x + 2)* dx ifadesinin degerini bulunuz.



SORU
Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

f (x) fonksiyonuna A(3,4) noktasinda gizilen

y
A

tegeti, x ekseni ile pozitif yonde 135° lik ac1

yaptigina gore f_gz[f"(x) + £ (x)] dx

ifadesinin degerini bulunuz.

A(3.4)

135°
<X

y =f(x)



PARCALI FONKSIYONLARIN BELiRLi INTEGRALI

g(x) ve h(x) integrallenebilir iki fonksiyon ve a < ¢ < b olmak lzere

h(x) , x=c ise

fx)= { gx) » x<c ise

biciminde tanimli f (x) fonksiyonunun [a,b] ndaki integrali

f, Fodx = [7 g(r)dx + [ h(x)dx

biciminde yazilr.

SORU

) 6x?—1,x<2 ise
f(x)_{4x+1, x>2 ise

biciminde tanimli f (x) fonksiyonu veriliyor.

Buna gére f_31f(x) dx ifadesinin degerini bulunuz.



BELIRLi INTEGRAL iLE ALAN HESABI
f:[a,b] = R, y = f(x) fonksiyonu integrallenebilen bir fonksiyon olmak tizere
y = f(x) fonksiyonunun grafigi, x = a ve x = b dogrulariile x ekseni arasinda

kalan sinirli bolgenin alani A = f;lf(x)ldx integrali ile hesaplanir.

y = f(x) fonksiyonu [a,b] nda pozitif degerli ise diger bir ifadeyle f(x)
fonksiyonunun grafigi, x = a ve x = b dogrulari ile x ekseni tarafindan sinirlanan
bolgenin alani x ekseninin lizerinde kalyorsa |f (x)| = f(x) olur.

Bu bdlgenin alani ;
A

A= fff(x)dx olur. y =1(x)

ol a 5




y= f(x) fonksiyonu [a,b] nda negatif degerli ise diger bir ifadeyle f(x)
fonksiyonunun grafigi, x = a ve x = b dogrulari ile x ekseni tarafindan sinirlanan
bolgenin alani x ekseninin altinda kaliyorsa |f(x)| = —f(x) olur.

Y
A

e

Bu bdlgenin alani

A=— f:f(x)dx olur.



IKi FONKSIYONUN GRAFiGi ARASINDA KALAN SINIRLI BOLGENIN ALANI
Asagida gosterilen f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin grafikleri ile x = a ve

X = b dogrulari arasinda kalan sinirli bolgenin alani A1; g(x) fonksiyonunun
grafigi, x = a ve x = b dogrulari ile x ekseni arasinda kalan sinirli bolgenin alani A,

dir.

A, = f:g(x)dx ve A + A, = f;f(x)dx olur. A, degeri yerine yazilirsa

A+ [P g@)dx = [P F0dx = Ay = [2 f(x)dx — [ g(x)dx
> A, = ff(f(x) — g(x))dx elde edilir.



NOT: f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin grafikleri asagidaki gibi verilirse boyal bélgelerin
toplam alani, A;ve A, alanlarinin ayri ayri hesaplanarak toplanmasi ile bulunur.

y
A

P X

b C
Ay + 4, = j (F(0) — g(x))dx + jb (g () - f())dx



SORU

Yanda y = f(x) fonksiyonunun
grafigi verilmistir. f (x) fonksiyonunun
grafigi ile x ekseni arasinda kalan

A4, A, ve Asbdlgelerinin alanlari
sirasiyla 4, 6 ve 3 birimkare

olduguna gore

fbf(x)derfcf(x)dx
a 0

ifadesinin degerini bulunuz.




SORU
f(x) = 3x2 — 2x + 2 fonksiyonunun grafigi,
x = 1 ve x = 3 dogrulari ile x ekseni arasinda

kalan sinirh bélgenin alani ka¢ birimkaredir?



SORU
Asagida f(x) = —x? + 4x — 3 fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gore grafikteki boyali bélgelerin alanlarinin toplamini bulunuz.

A

E
/l \y = f(x)




SORU

Yanda verilen f(x) = —%xz + 4x — ?

glx) = —%xz +%x
fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir.
Buna gore grafikteki f (x) ve g(x)
fonksiyonlarinin arasinda kalan

boyali bolgenin alanini bulunuz.

P <

/

f(x)

(@]

e



SORU

Bu kdpri plana uygun olarak yapildigina gore;

K&priniln yan ylzeylerinin metrekare fiyati 10 TL olan
kaplama malzemesi ile kaplanmasi durumunda kaplama

maliyeti kac¢ TL olur.



SORU

Yanda f(x) = 4x% — 16x

g(x) = —3x% + 18x — 27
fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir.
Buna gore grafikteki boyali bélgelerin

alanlarinin toplamini bulunuz.

P <

f(x)




