TUREV
ANLIK DEGiSiM ORANI VE TUREV
DEGiSiM ORANI:

Asagida dogrusal olarak hareket eden bir hareketliye ait konum-zaman grafigi
verilmistir. Bu hareketlinin t, ve t. saniyeler arasinda ortalama hizi; bu hareketlinin
konumundaki degisiminin, zamandaki degisime orani ile hesaplanir.
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» Vort: Bu hareketlinin t, ve t. saniyeler arasinda ortalama hiz
» A, Konumdaki degisimi
» A;: Zamandaki degisimi olmak Uzere;

Ay _ x()—x(to)

Vort = A_t = olur.

t—tg
Burada 4., x bagiml ( t ye bagli) degiskenin degisimidir.
A, bagimsiz degiskenin degisimidir.

. Ay . : .. . :
Buna gore Vort = A—x ifadesine degisim orani denir.
t



ANLIK DEGiSiM ORANI VE TUREV

Asagida dogrusal olarak hareket eden bir hareketliye ait konum-zaman grafigi
gosterilmistir. Bu hareketlinin t ve t,. saniyeleri arasindaki ortalama hizi

A x(t)—x(t x konum
Vort =2 = —( )~ x(to) dir. A
A t—to

x(t)

X(tp)

0 t,

Bu hareketlinin t, anindaki anlk hizi bulunmak istenirse t nin t, a yaklasirken

fonksiyonun degisim orani hesaplanir. Bu oran tlthl:”t —x(tz_f(t")
- 0 —lp

Bir fonksiyonun tg anindaki anlk degisim oranina ise fonksiyonun t, noktasindaki
tlirevi denir ve x'(t,) ile gosterilir. Bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevi ayni

noktadaki tegetinin egimine esittir.

limiti ile hesaplanir.

x'(ty) = limm olur.

toty t-to



SOLDAN VE SAGDAN TUREV
ACR,f:A—- Rve a € Aigin

lim % limiti varsa bu limit degerine f fonksiyonunun

xX—a -

x = a noktasindaki soldan tiirevi denir ve f'(a™) ile gosterilir.
lim fx)—f(a)

limiti varsa bu limit degerine f fonksiyonunun
x—at X—a

x = a noktasindaki sagdan tiirevi denir ve f'(a%) ile gosterilir.

TUREV TANIMI

ACR,f:A—-> Rve a€ Aigin f surekliise

lim f)-fla) _ lim f(x)—f(a) ise  lim f(x)-f(a)
x—-a~ x—a x—-at x—a x—=a x—a

limitine f fonksiyonunun x = a noktasindaki tiirevi denir. f'(a) ile gosterilir.



SORU

Dogrusal olarak hareket eden bir hareketlinin saat olarak zamana bagli yer degisimi km olarak
f(t) = t? 4+ 3t — 2 fonksiyonu ile tanimlandigina gore bu hareketlinin 2. saatteki anlk hizini
(anlik degisim oranini ) bulunuz.

SORU
o fx)=2x%+x
* f(-1)=5

olduguna gére lim f()=5

ifadesinin degerini bulunuz.
x-—1 x+1



f fonksiyonunun x = a noktasindaki tirevi olan f' (a) = lim TOI=/(@) 2 desinde

xX—-a XxX—a

X —a = h doéntsimi yapilirsa
x > a = h - 0 (x, ayayaklasiyorise h, 0 a yaklasir.)
x—a=h= x=a+ holur.

Bu durumda f fonksiyonunun x = a noktasindaki tiirevi

f'(a) = lim f(a+h;_f(a) biciminde de ifade edilebilir.

h—-0
SORU
e f(x)=x?—2ax+b
. illirg f(h_l)h_f(_l) = 4 olduguna goére a degerini bulunuz.



TUREV ALMA KURALLARI

1) c € R olmak lizere
f(x) =cise f'(x) =0olur.

2) a€e Rven € R olmaklzere
f(x)=a-x"isef'(x) =a-n-x""lolur.

d . . e
NOT : = ifadesi tlirev operatoru ise;

X

df(x)

1) —f()— = f'(x)

2) % = y' bigiminde gosterilir.

2. MERTEBEDEN TUREV : Bir f(x) fonksiyonunun tiirevi olan % icin

d (df(x)) _d%f(x)
dx\ dx /= dx2

ifadesine f(x) fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevi denir ve
ile f''(x) gosterilir.




SORU

f(x) = x2.3/x fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

SORU

f(x) = ax? fonksiyonunun x = T apsisli noktasinda cizilen tegeti,

gx) = i fonksiyonunun x = 1 apsisli noktasinda cizilen tegetine paralel

olduguna gore a nin pozitif degerini bulunuz.



BiR FONKSIYONUN BiR NOKTADA VE BiR ARALIKTA TUREVLENEBILIRLIGI
ACRvef:A—> R vea € Aigin f surekli olmak lizere

f fonksiyonunun x = a apsisli noktasindaki sagdan ve soldan tiirevleri birbirine esit ise

f fonksiyonu x = a apsisli noktasinda tirevlenebilirdir.

f'(a)=f'"(a)=k=f'(a) =kolur

Bir f fonksiyonu (a,b) ndaki her noktada tirevlenebilir ise bu fonksiyon (a,b) nda

turevlenebilirdir.



Asagida verilen y = f(x) fonksiyonunun grafigi incelenirse a ya soldan yaklasirken
egriye cizilen tegetin d dogrusu ve a ya sagdan yaklasirken cizilen tegetin k dogrusu

oldugu goruldr.
y
A k

=

/’l
~

a

y =f(x)

/

Bu durumda d dogrusunun egimi m, ve k dogrusunun egimi m;, olarak ifade
edilirse

f'(at) =my, f'(a”) = myolur.

Burada m,; # m;oldugundan fonksiyonun a noktasindaki sagdan ve soldan
tirevleri farkhdir. O halde f fonksiyonunun x = a apsisli noktasinda tirevi yoktur. f
fonksiyonunun, x = a apsisli noktasinda sirekli olmasina ragmen bu noktada
turevi yoktur. Bu tur noktalara fonksiyonun kirilma noktasi denir.



Asagida verilen R — {a} kiimesinde tanimli f (x) fonksiyonun grafigini inceleyelim

y=fix)

1) f fonksiyonu taniml oldugu aralikta b ve c apsisli noktalarda sireksizdir. Bir fonksiyonun
bir noktadaki tlirevi fonksiyonun grafigine o noktasinda cizilen tegetinin egimine esit
oldugundan fonksiyonun b ve c noktalarinda tirevi yoktur.

2) f fonksiyonunun d apsisli noktasi fonksiyonun kirilma noktasi oldugundan fonksiyonun
bu noktada da turevi yoktur.

SONUC:

1) Bir fonksiyon bir x = a apsisli noktada stirekli degilse x = a apsisli noktada tirevli de
degildir.

2) Bir fonksiyon tlirevli oldugu her noktasinda sireklidir.

3) Bir fonksiyonun kirilma noktalarinda tiirevi yoktur.



SORU

P <

» X

10l 1 2 3 4

Yukarida y= f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir. Buna gore f(x) fonksiyonunun
a) Turevli olmadigl noktalarin apsislerini bulunuz.
b) Surekli oldugu hdalde tiurevli olmadigl noktalarin apsislerini bulunuz.

c) Limiti oldugu halde tirevli olmadigi noktalarin apsislerini bulunuz.



SORU

x%*—a ) x <1 ise
f(x) = bx — 2 , 1<x<2 ise
ax’?—2bx+c , 2<x ise

biciminde tanimli f(x) fonksiyonu x= 1 apsisli noktasinda tirevli olup x = 2 apsisli
noktasinda slirekli olmadigina gore c nin alamayacagi degeri bulunuz.




iIKi FONKSIYONUN TOPLAMININ VE FARKININ TUREVI

f (x) ve g(x) turevlenebilir iki fonksiyon olmak lzere;
1) = (F+90) = F@) +g@®)) =f'(x) +9'(x)
2) = ((f-9)@) = @) —g@) = f'(x) - g'(x)

olur.

SORU

e f(x) = ax? —2ax

e g(x)=bx3+ bx

s f+W=F-9) @

olduguna gore a ile b arasindaki iliskiyi bulunuz.



iKi FONKSIYONUN CARPIMININ VE BOLUMUNUN TUREVI

f(x) ve g(x) tirevlenebilir iki fonksiyon olmak lzere;

1) %((f'g)(x)) = (f(x) - g(x)" =f'(x) - g(x) +g'(x) - f(x)

)\ _ f(x)gx)-g' (x)-f(x)
2) (( )( )> (g(x)) = PRONE (g(x) # 0) olur.

SORU
fO) =% =00 —x+1)

fonksiyonunun x = 2 noktasindaki tlirevinin degerini bulunuz.



iKi FONKSIYONUN BILESKESININ TUREVI

f (x) fonksiyonuxnoktasinda tiirevli, g(x) fonksiyonu f (x) noktasinda tiirevli ise
gof(x) fonksiyonu x noktasinda tirevlidir ve

(gof)' (%) = (g(f () = g'(F(x)) - f'(x) olur.

dy .. . dy_ dy du .. . . :

x turevi dx = du dx biciminde yazilir. Bu kurala zincir kurali denir.
SORU
e f(x)=2x3—x

1

g =--1
olduguna gore (fog)(x) fonksiyonunun x = —1 noktasindaki tirevinin degerini bulunuz.
SORU

e x=u%2-1

e u=3t—1

) . dx . - . . ..
olduguna gore d—f ifadesinin t = 1 icin degerini bulunuz.



SORU

Pozitif gercek sayilarda tanimli f ve g fonksiyonlariicin
e f(x®) =gBx*+1)—x3+4x

-« g'(13) =2

olduguna gore f'(4) degerini bulunuz.

SORU

* f)=x%—x
« glx)=x*+x

olduguna gore (5) '(1) ifadesinin degerini bulunuz.



TUREV UYGULAMALARI
BiR FONKSIYONUN ARTAN OLDUGU ARALIKLAR

f:[a,b] = R olmak Uzere Vx4, x, € [a,b] igin x; < x, iken f(x;) < f(xy)
oluyorsa f fonksiyonu [a,b] nda artandir.
AY

r

flx,) -
f(xq) -
f(x5) -
f(xg) T




BiR FONKSIYONUN AZALAN OLDUGU ARALIKLAR

f:[a,b] = R olmak lizere Vx4, x, € [a,b] igin x; < x, iken f(x;) > f(x;)
oluyorsa f fonksiyonu [a,b] nda azalandir.

Ay

24

A
O

w\




BiR FONKSIYONUN ARTAN VEYA AZALAN OLDUGU ARALIKLAR

f fonksiyonu [a,b] nda artan ise bu araligin her noktasinda tegetinin egimi pozitif
(Bdar aci), azalan ise tegetinin egimi negatiftir (6genis aci).

/(;::,x

/ol a x b o

(6 dar agi oldugundan m = tan @ pouzitiftir.) (0 genig ag1 oldugundan m = tan 0 negatiftir.)



f:[a,b] = R, y=f(x) sabit fonksiyon ise m = tanf = 0 dir.

AY

o a b

SONUC:
f:[a,b] = R, y=f(x) fonksiyonu (a,b) nda tiirevlenebilir olsun. Vx € (a,b) i¢in

1) f'(x) > 0 = y = f(x) artan fonksiyondur.
2) f'(x) < 0=y = f(x) azalan fonksiyondur.
3) f'(x) = 0 = y = f(x) sabit fonksiyondur.

SONUG: Gergek sayilar kiimesinde tanimli bir f(x) fonksiyonu icin f (x) = ax? + bx + c
olmak lizere ax? + bx + ¢ = 0 denkleminde
» a>0veA<O0 ise f fonksiyonu daima artandir.

» a <0 ve A< O0iseffonksiyonu daima azalandir.



SORU
ffRoOR,f(x)=2x3—x%2—4x—-75

fonksiyonunun azalan oldugu en genis araligi bulunuz.

SORU
fIR->R,f(x) =x3-2ax?>+ax—2

fonksiyonu daima artan olduguna gore a nin alabilecegi deger araligini bulunuz.



SORU

Yanda [a, b] nda tanimliy = f(x) fonksiyonunun
grafigi verilmistir.

Buna gore asagida verilen fonksiyonlarin

[a, b] nda artan veya azalan olup olmadiklarini

bulunuz.
2) L0

X

b) £*(x)

P <

P X



TUREV UYGULAMALARI
BiR FONKSIYONUN YEREL MAKSIMUM VE MUTLAK MAKSIMUM NOKTALARI

f: A - Rve (a,b) S Aolmak lGzere bir x, € (a,b) igin fonksiyonun bu araliktaki en

buylk degeri f (xy) oluyorsa (xg,f(x¢)) noktasina f fonksiyonunun bir yerel
maksimum noktasi denir.




BiR FONKSIYONUN YEREL MiNiMUM VE MUTLAK MINIMUM NOKTALARI

f:A - R ve (a,b) € A olmak tzere bir x, € (a,b) i¢in fonksiyonun bu araliktaki en
kiiguk degeri f (xq) oluyorsa (xq,f(xy)) noktasina f fonksiyonunun bir yerel

minimum noktasi denir.

y y y
4 A A

N / N ol
)| > f(Xo) [—+—

> X > X :
Of a X3 b Of a x5 b O a=x, b

v
>

NOT: Bir fonksiyonun yerel maksimum ve yerel minimum noktalarina genel olarak
ekstremum noktalari denir.



Yanda grafigi verilen fonksiyon x apsisli noktada
tanimli olmadigi icin fonksiyonun bu noktada

ekstremum noktasi yoktur.

Yanda grafigi verilen fonksiyonun x, noktasi
kirllma noktasi oldugundan fonksiyonun

Xo noktasinda tirevi yoktur. Ancak fonksiyonun
(x,f(xg)) noktasinda bir yerel maksimumu vardir.

y
A

P X

» X



P <

Yanda grafigi verilen fonksiyonun X, apsisli noktasinda
bir ekstremum noktasi vardir. Bu noktada cizilen teget
x eksenine paralel olacagindan bu tegetin egimi sifirdir.
Bu ylzden f'(x) = 0 olur.

y
A
Yanda grafigi verilen fonksiyonun x, apsisli J
noktasindaki tegetinin egimi sifir (f'(x) = 0) olmasina =
ragmen bu nokta ekstremum noktasi degildir. / 5
G X




<

SONUC:

f'(x)< ' f'(x)>0

Qj
>
-3

» Bir fonksiyonun tirevinin sifir oldugu noktanin ekstremum noktasi olabilmesi
icin fonksiyonun tirevinin o noktada isaret degistirmesi gerekir.
» Bir fonksiyonun azalanlktan artanliga gectigi noktaya yerel minimum noktasi

denir.
» Bir fonksiyonun artanliktan azalanliga gectigi noktaya yerel maksimum noktasi

denir.



SORU
fIR->R,f(x) =2x3—4x2+2x -2

fonksiyonunun ekstremum noktalarini bulunuz.

SORU

3

x
f:]R—>IR,f(x)=?—3x2+8x+k

. - . . 22 o 3} . ..
fonksiyonunun yerel minimum degeri ey olduguna gore k degerini bulunuz.



SORU
fIR->R, f(x)=2x3—mx?+nx—2

fonksiyonunun ekstremum noktalarindan biri A(—1,2) olduguna gore diger ekstremum
noktasini bulunuz.

SORU
ffR-R,f(x)=2x3+ax?—bx—2

fonksiyonuna x = —1 apsisli noktasindan cizilen tegeti, x ekseni ile pozitif yonde 45° lik aci
yapmaktadir. f fonksiyonunun x = 1 noktasinda bir ekstremumu olduguna gore % oranini

bulunuz.



SORU

Yanda y = f(x) fonksiyonunun tlrevinin
grafigi verilmistir. Buna gore

a) f fonksiyonunun yerel minimum noktalarinin
apsislerini bulunuz.

b) f fonksiyonunun yerel maksimum noktasinin

apsisini bulunuz.

<

AVAN

y =f(x)

/—4 -3 =2 0




