BELIRSiZ iINTEGRAL

Belirsiz integral ve integral Alma Kurallan

F(x) fonksiyonun tlrevi f(x) olsun. Bu fonksiyonunun tirevi ainmadan 6nceki hali olan F(x)
fonksiyonuna f(x) fonksiyonunun ters tiirevi denir. Bir fonksiyonun ters tlrevini bulma iglemine
integral alma islemi denir. F(x) fonksiyonunun tiirevi f(x) olmak lzere F(x) fonksiyonuna
f(x) fonksiyonunun integrali denir.

Tirevi f'(x) = 2x olan f(x) fonksiyonu, x2, x>+ 1, x2—2, x2+ﬁ vb. bir fonksiyondur. Bu du-
rumda f(x) fonksiyonu f(x) = x°+c, (c sabit) olarak ifade edilebilir. f(x)= x°+c fonksiyonu-
na f'(x) = 2x fonksiyonunun integrali denir. Burada c sabit sayisina da integral sabiti ad verilir.

Bir f(x) fonksiyonunun belirsiz integrali ff(x)dx biciminde ifade edilir. Bu integralin bulunmasi
icin F'(x) = f(x) olacak sekilde bir F(x) fonksiyonu arastirilir ve integral sabiti olan ¢ bu F(x)
fonksiyonuna eklenir. Bu durumda

ff(x)dx =F(x)+c olur.

integrali
~~
[0 dx = Elx) +e
Y~
threvi
integral Alma Kurallan
n#—1ve n € Q olmak Uzere
n+1 n n n+1
F(x) = §+1 +c=F (x)=x" oldugundan fx dx = §+1 +c olur.

a € R olmak tzere
n n
fa-x dx=a-fx dx olur.

f(x) ve g(x) integrallenebilir iki fonksiyon olmak lizere
[ (F0+g()dx = [fx)dx+ [ g(x)dx

f(f(X)—g(X))dx=ff(x)dx—fg(x)dx olur.



Diferansiyel Kavram

Turevlenebilir bir f(x) fonksiyonu igin dd—x(f(x)) =f'(x) ifadesi f(x) fonksiyonunun
tirevi olmak tzere d(f(x))=f'(x)-dx ifadesine f(x) fonksiyonunun diferansiyeli

denir.

Yani bir f(x) fonksiyonunun diferansiyeli olan d(f(x)) ifadesi, fonksiyonun tirevi ile
dx in carpimina esittir.

Degisken Degistirme Yontemi

integral alma kurallari ile alinmasi zor olan bazi integrallerin degisken degistirme yontemi
kullanilarak daha basit integraller haline getirildikten sonra kolayca integrali alinabilir.

n#0,n#—1ven € Q olmaklzere
f(f(x))n -f'(x)-dx bigimindeki integrallerde sirasiyla asagdidaki adimlar uygulanir.

f(x)=u (f(x)=u dontsimi yapilir.)
f'(x)dx = du (Her iki tarafin diferansiyeli alinir.)

n _ n. St . . . . .
f(f(x)) -f(x)- dx —fu du (Donusum ve diferansiyel verilen integralde yerine yazilir.)

e —

n
u du

un+1 )
=h+1tC (Integral alinir.)

n-+1
— %+ ¢ (uyerine esiti olan f(x) yazilir.)

/f'(g(x))-g'(x)dx bigimindeki integrallerde u = g(x) déniisiimii yapilir.
g(x)=u=g (x)-dx =du
JF(gx)-g'x)-dx= [ f(w)-du

f'(u) U
=f(u)+c

=f(g(x))+c olur.



f(x)#20,n#0,n#1ven € Q olmak tizere

f[::()(())(])n dx bicimindeki integrallerde u = f(x) dénlsimu yapilir.

f(x)=u=f(x)-dx =du olur.
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Bir Fonksiyonun Grafigi ile x Ekseni Arasinda Kalan Sinirh Bolgenin
Alaninin Riemann Toplami Yardimiyla Yaklasik Olarak Hesaplanmasi

i _ ) Yanda [a,b] nda tanimli y =f(x) fonksiyonunun
Y grafigi verilmistir.

[a,b] nda y =1f(x) egrisiile x ekseni arasinda kalan

bdlgenin alani Alman matematikgi Bernhard

Riemann (Bernard Riman) tarafindan hesaplanmistir.

>X
y
A [a,b] nda a < x, < x, < b olmak lizere a =x,
ve b =x, secerek olusturulan P ={Xq,Xs,X5, X3}
y=f(x) kiimesine [a,b] nin bir bdlinisi denir. (Bu béliinis

esit araliklarla olmak zorunda degildir)

| X1~ Xo| = Ax,
|<— AX1 —>|<— AX2—>|<— AX3 —>|

|X,=X4|=Ax, t altaraliklarin genislikleridir.
Xo X4 X2 X3

| X3 =X, |= Ax,

—a
n

Eger [a,b], n tane esit alt araliga bollinecek olursa ortak geniglik Ax = b olur.



Riemann Toplami
l v ¢4 €[Xq,%q]igin f(cy), [Xq,X4] nin gériinti
kiimesinin bir elemani,

f(cs)
f(c2)
f(cq)

v, € [Xq,%,]igin f(c,), [X4,X,] nin gérinti
kiimesinin bir elemant,

v ¢y € [X5.X3] igin f(cy), [x,,x5] nin gdrinti
kiimesinin bir elemani olmak tzere

H H : H H H H :X
Ofa=Xy ¢ X; CyX,C3 b=x,4

Grafikteki olusan boyali dikdértgenlerin toplam alanini veren

toplamina f(x) fonksiyonunun [a,b] na ait bir Riemann toplami denir. Burada [a,b] 3 alt ara-

hga ayriimistir. Eger [a,b] daha fazla alt araliga ayrilirsa bulunan Riemann toplaminin degeri
egrinin altinda kalan alanin degerine daha yakin olur.

Riemann Alt Toplami

i v ¢y € [Xg,Xq]igin f(cy), [Xq,X4] nin gérinti
y = f(x) .. . -
‘ kiimesinin en klicuk elemani,

V' €, € [Xq,%,]icin f(c,), [X4,X,] nin gérinti

1;223; : kiimesinin en klicik elemani,
2 i
f(cy)
SRS v ¢y € [xg,x3]igin f(cy), [x5, %3] nin goriintii
Ola=x, x, X, b=x; kiimesinin en kiicik elemani olmak Uzere

Grafikteki egrinin altinda olugsan boyali dikdortgenlerin toplam alanini veren
toplamina f(x) fonksiyonunun [a,b] na ait bir Riemann alt toplami denir. Burada [a,b] 3 alt

arahiga ayriimigtir. Eger [a,b] daha fazla alt araliga ayrilirsa bulunan Riemann alt toplaminin
degeri, egrinin altinda kalan alanin degerine daha yakin olur.



Riemann Ust Toplam

1 B v ¢4 € [Xg.%q]igin f(cy), [Xq,%4] nin gériinti
f(c3) 3 y_ f(x) kiimesinin en biiyiik elemant,

v ¢, € [xq,%,]igin f(c,), [x4,%,] nin gérinti

f(c2) kiimesinin en biiyiik elemani,

f(cq)

v ¢y € [Xy,%5]igin f(cy), [, %3] nin goriinti
kimesinin en buyik elemani olmak tzere

H H H H :X
Ola=xy X, X, b=x

I I I
c, G Cg

Grafikteki egrinin Gzerinde olusan boyali dikddrtgenlerin toplam alanini veren
toplamina f(x) fonksiyonunun [a,b] na ait bir Riemann {ist toplami denir. Burada [a,b] 3 alt

araliga ayriimistir. Eger [a,b] daha fazla alt araliga ayrilirsa bulunan Riemann (st toplaminin
degeri egrinin altinda kalan alanin degerine daha yakin olur.

Bir Fonksiyonun Belirli integrali ile Belirsiz integrali Arasindaki iliski

f(x) fonksiyonu [a,b] nda slrekli ve F'(x)=f(x) olmak lzere

b b
f £(x) dx = F(x)

=F(b)—F(a) (Bu islemde c sabitleri sadeleseceginden
belirli integralde ¢ sabiti bulunmaz.)

olarak ifade edilir. Bu ifade integral hesabinin temel teoremidir.

b
/f(x) dx integraline f(x) fonksiyonunun belirli integrali denir.
a



Belirli integralin Ozellikleri

[a,b] nda integrallenebilir f ve g fonksiyonlari igin asagidaki 6zellikler vardir.

(zellik 1: Belirli integralde alt ve Ust sinirlar esit ise belirli integralin degeri sifirdir.

faf(x) dx=20

Ozellik 2: Belirli integralde alt ve Gst sinirlar yer degistirirse belirli integralin degeri
isaret degistirir.

faf(x)dx =—fbf(x)dx
b a

™ - b
Uzellik3: , . < b oimak izere /f(X)dX integrali

a

asagidaki gibi iki integralin toplami olarak ifade edilebilir.

c

fb f0) dx = [ f(x) dx+ fb f(x) dx
a c

a

Ozellik 4: Bir fonksiyonun bir sabitle carpiminin belirli integrali, fonksiyonun belirli
integralinin sabitle garpimina esittir.

fbk~f(x)dx=k~/bf(x)dx

zellik 5: iki fonksiyonun toplaminin ya da farkinin belirli integrali, belirli integrallerin
toplamina ya da farkina esit olur.

b b b
[[f0+g0]dx= [ f(x) dx+ [ g(x) dx
b

b b
f[f(x)—g(x)] dx = ff(x) dx—fg(x)dx
a

a a



Parcali Fonksiyonlarin Belirli integrali

g(x) ve h(x) integrallenebilir iki fonksiyon ve a < ¢ < b olmak lizere

_gx) , x<c ise
1:(X)_{h(x) , X=>c ise

bigiminde tanimli f(x) fonksiyonunun [a,b] ndaki integralini bulmak igin

integral, fonksiyonun kuralinin degistigi ¢ noktasina gore

fbf(x)dx=fcg(x)dx+fbh(x)dx

a

biciminde iki integralin toplami olarak yazilmaldir.

Belirli integral ile Alan Hesabi

f:[a,b]—= R,y =1f(x) fonksiyonu integrallenebilen bir fonksiyon olmak lizere
y = f(x) fonksiyonunun grafigi, x =a ve x =b dogrulari ile x ekseni arasinda kalan
sinirli bélgenin alani

b
A= [1f00|dx

integrali ile hesaplanir.

Y y = f(x) fonksiyonu [a,b] nda pozitif degerli ise yani
f(x) fonksiyonunun grafigi, x=a ve x=b dogrula-
y =f(x) ri ile x ekseni tarafindan sinirlanan bélgenin alani x

__\/ ekseninin Uzerinde kaliyorsa |f(x)|= f(x) olacagin-
1 dan bu bdlgenin alani

b
® A= [ £ dx

integrali ile hesaplanir.

Y y = f(x) fonksiyonu [a,b] nda negatif degerli ise
yani f(x) fonksiyonunun grafigi, x=a ve x=Db
dogrulari ile x ekseni tarafindan sinirlanan bdlgenin
alani x ekseninin altinda kaliyorsa |f(x)|=—1f(x)
olacagindan bu bdlgenin alani

b
A=— f £(x) dx
a

integrali ile hesaplanir.




y = f(x) fonksiyonu [a,b] nda pozitif ve negatif de-
Y gerlerin her ikisini de aliyorsa

|f(X)|={ f(x) , a<x<c ise
—f(x) , c<x=<b ise

oldugundan f(x) fonksiyonunun grafigi, x =a ve
x = b dogrulari ile x ekseni arasinda kalan bdlgenin

alani

c b
A=A +A,= [ f0dx— [ () dx
a [+

integrali ile hesaplanir.

y Yanda y = f(x) fonksiyonunun grafigi ve eksenler ara-
* sinda kalan sinirli bolgelerinin alanlart A; ve A, olmak
uzere

[}
v ff(x)dx integralinin degeri
a

> X
ao C\ fcf(x)dx =—A,+A,
a

y =f(x)

olur.

v [a,c] nda f(x) fonksiyonunun grafigi ile x

ekseni arasinda kalan sinirli boélgenin alani
(3
flf(X)Idx =A,+A,
a

olur.



iki Fonksiyonun Grafigi Arasinda Kalan Sinirhi Bélgenin Alani

Yanda gosterilen f(x) ve g(x) fonksi-
/\/f(x) yonlarinin grafikleriile x=a ve x=b
dogrular arasinda kalan sinirli bélgenin
alani A, g(x) fonksiyonunun grafigi,
—1 7 g x=a ve x=b dogrulari ile x ekseni
arasinda kalan sinirli bolgenin alani A,
f >X olmak tzere

b
[t0dx=A,+A, . . X
° =A, = ff(x)dx—/g(x)dx=>A1 = f(f(x)—g(x)) dx olur.
[gdx=A, a a a

Sonug olarak [a,b] nda iki fonksiyonun grafigi arasinda kalan alani bulmak igin
ustteki fonksiyonun denkleminden alttaki fonksiyonun denklemi ¢ikarilarak integrali
alinir.

y Eger f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin grafik-
leri yandaki gibi verilirse boyali bolgelerin
toplam alani, A, ve A, alanlarinin ayri ayr
hesaplanarak toplanmasi ile bulunur.

b c
A=A +A,= [ (F0-gx)dx+ [ (g0 —f(x)dx olur.
b

a



