5.1. LIMIT VE SUREKLILIK

BiR FONKSIYONUN BiR NOKTADAKI LiMiTi iLE SOLDAN VE SAGDAN LiMiT KAVRAMLARI

Yaklasim Kavrami:

v' x bagimsiz degdiskeni bir a gergcek sayisina a dan kligiik deerler ile artarak yaklasiyorsa bu

yaklasim durumuna x in a ya soldan yaklasimi denir ve x —a biciminde g&sterilir.

X -2

A

A 4

: 1 : : 1 ) LI 1
1 1,5 16 17 1,8 19 1,992 3

Yukaridaki sayl dogrusunda 2 ye soldan yaklasim gosterilmistir. x — 2 gésterimi x in 2
degerini almadidini ancak 2 den kaciuk 1,5; 1.6; 1,7; 1,8; 1,9; 1,99; 1,999; ... degerler alarak
2 ye yaklastigini ifade eder.

x bagimsiz degiskeni bir a gergek sayisina a dan blyUk degerler ile azalarak yaklasiyorsa bu
yaklagsim durumuna x in a ya sagdan yaklagsimi denir ve x — a’ biciminde g&sterilir.

A

v

Yukaridaki sayr dogrusunda 2 ye sagdan yaklasim gdosterilmistir. x — 27" gosterimi x in 2
degerini almadidi ancak 2 den blyik 2,5; 2,4; 2,3; 2,2; 2,1; 2,01; 2,001; ... de@erler alarak
2 ye yaklastigini ifade eder.

Limit Kavrami:

/ X —a

Y B Yanda verilen f(x) fonksiyonunun grafigi ince-
y =100 lendiginde x, a ya soldan yaklasirken f(x) in
0, gercek sayisina yaklastigi gértlmektedir.
2 ¢, gercek sayisina f(x) fonksiyonunun x =a
fx) | | noktasindaki soldan limiti denir ve

Iim_ f(x)= 01

P X biciminde gd&sterilir.




y Yanda verilen f(x) fonksiyonunun grafigi ince-

1 y = f(x) lendiginde x, a ya sagdan yaklasirken f(x) in
S / 0, gercek sayisina yaklagtigr géralmektedir.
(OO e
L e | Ei 0, gergek sayisina f(x) fonksiyonunun x =a
noktasindaki sagdan limiti denir ve
_—— lim f(x) =10
i x—a"
o) a <T »X biciminde gésterilir.
y Yanda verilen f(x) fonksiyonunun grafigi ince-
4 y = f(x)

lendiginde x, a ya soldan ve sagdan yaklasirken

f(x) in ¢ gercek sayisina yaklastigi gorilmek-
tedir.

¢ gercek sayisina f(x) fonksiyonunun x=a
noktasindaki limiti denir ve

lim f(x) = ¢

X—a

O J)ia — »X biciminde gosterilir.

v' Bir f(x) fonksiyonunun x = a noktasinda limitinin olmasi igin bu noktadaki sagdan ve
soldan limitleri birbirine esit olmalidir.

lim f(x) = ¢; ve lim f(x)=¢, olmak tizere ¢; =0, =0 = limf(x)=¢ olur.
X—a X—a

v Bir f(x) fonksiyonunun x = a noktasindaki sagdan ve soldan limitleri birbirine esit
degilse fonksiyonun bu noktada limiti yoktur.

lim f(x) # Iim+f(x) = )I(i_l:r;f(x) limiti yoktur.

X—a X—a

V' Bir fonksiyonun bir noktada limiti varsa bu limit tektir.

SONUC
Bir fonksiyonun bir noktada limitinin olmasi i¢in fonksiyonun o noktada tanimli
olma zorunlulugu yoktur.

Bir fonksiyonun bir noktadaki limiti, fonksiyonun o noktadaki degerinden farkl
olabilir.



v Bir fonksiyonun grafigi Gizerindeki kopukluk olan noktalara kritik noktalar denir. Bu
noktalarda limit arastirilirken sagdan ve soldan limitler incelenmelidir. Eger limit
arastirilan nokta kritik nokta degilse fonksiyonun bu noktadaki limiti o noktadaki
gorintisine esittir.

v' x=a kritik nokta ve lim f(x) = lim f(x) =0 oluyorsa limf(x)= ¢ olur.
X—a x—a X—=a

v’ x=Db kritik nokta ve lim f(x)# lim f(x) oluyorsa Iimbf(x) limiti yoktur.
X—b x—b" X=

V' x =c kritik nokta degilse limf(x)=f(c) olur.
X—C

Limitin Ozellikleri ve Uygulamalari

zellik1: a, c € R ve f(x) =c sabit fonksiyon Y
olmak lzere c fx) =c
lim f(x)=c¢c
X—a
olur.
5 - > X

Dzellik 2: f)=a x"+a__,x" " +..+a,;x+a,
polinom fonksiyon olmak tizere her ¢ gergek sayisi igin lim f(x) = f(¢) olur.

Ozellik 3: f(x) ve g(x), x =a noktasinda limitleri olan birer fonksiyon olmak tizere

l. Toplama kurall

lim(f(x) + g(x)) = limf(x) + lim g(x)

X—a X—a X—a
(ki fonksiyonun toplaminin limiti, limitlerinin toplamidir.)

Il. Fark kurali
lim (f(x) —g(x)) = limf(x) — lim g(x)

(ki fonksiyonun farkinin limiti, limitlerinin farkidir.)

lll. Carpma kurall
lim (f(x) - g(x)) = limf(x) - limg(x)

X—a X—a

(ki fonksiyonun ¢arpiminin limiti, limitlerinin carpimidir.)



IV. Sabit ile carpma kurali

lim(k-f(x))=k- limf(x) (ke R)

X—a X—a
(Bir fonksiyonun bir sabitle carpiminin limiti, fonksiyonun limitinin bu sabitle
carpimidir.)

V. Bélme kurali

| g _ fim OO
g(x)#0 ve )!I_ma g(x) # 0 olmak lzere )I{l_r’r; 900 — )I(i_(r;g(x)

(Iki fonksiyonun béliminin limiti, bélenin limitinin sifir olmamasi kosuluyla
bu fonksiyonlarin limitlerinin bélumuadar.)

Ozellik 4: y =f(x) fonksiyonunun x = a noktasinda limiti olsun.
- . - - n
n € Z icin }|(I_I;IL [f(x)]"=[)|(|_|:|% f(x)] olur.
(Bir f(x) fonksiyonunun n. kuvvetinin limiti, limitinin n. kuvvetidir.)

Ozellik 5: y=1f(x), x =a noktasinda limiti olan bir fonksiyon olmak tizere

. ntek dogal sayi ise

lim"/f(x) =n /lim f(x) olur.

Il. n cift dogal sayi ise

f(x) >0 ve Jim f(x) >0 ise JimVf(x) =n/lim f(x) olur.

Ozellik 6: y=f(x), x =a noktasinda limiti olan bir fonksiyon olmak tizere

lim|f(x)]|=

X—a

lim f(x)| olur.
X—4a

Ozellik 7: y =f(x), x = a noktasinda limiti olan bir fonksiyon olmak iizere ¢ pozitif
gercek sayisi icin
lim f(x)

Ii_q‘;(cf(")) = olur.

X

Ozellik 8: y =f(x), x = a noktasinda limiti olan bir fonksiyon ve f(x) > 0 olmak tizere

Jim f(x) R" b+1vebeR" ise )!i_[l'é(logbf(x))= Iogb()lti_ql f(x)) olur.



Ozellik 9: a € R olmak tizere

l. limsinx=sina
X—a

II. limcosx=cosa

X—a
lll. lim tanx =tana (a#'zle:r-k,kEZ)
X—a \ /
V. )I(iinelcotx=cota (a#m-k,keZ) olur.

Pargali Fonksiyonlarin Limiti

g(x) , x<a ise
f(x) =9 cC , X=a ise
h(x) , X>a ise

biciminde tanimli fonksiyonlar igin
v' x = a noktasi disinda bir noktanin limiti arastirilirken o nokta fonksiyonun hangi parga-
sina dahilse o parcada limit arastirilir.
m < a ise lim f(x) = lim g(x) olur.
X—m X—=m
n > a ise lim f(x)= lim h(x) olur.
X—n X—n
v" x = a noktasinda fonksiyonun kurali degistiginden x = a noktasi kritik noktadir. Bu
noktadaki limiti aragtirilirken sagdan ve soldan limitleri incelenmelidir.

lim_f(x)= lim_g(x)= ¢, ve lim f(x)= lim _h(x)=1¢, olsun.
X—a X—4a ¥X—a X—a

4, =0,=10 = limf(x)=2¢ olur.
X—a
04# 0 = lim f(x) limiti yoktur.

Limitte Belirsizlik Durumlari

Carpanlarina ayrilabilen gergek sayilarda tanimh f(x) ve g(x) fonksiyonlari igin

: _ : _ N (0 [ T
llTa f(x)=0 ve )I(|Tag(x)—0 olmasi durumunda )ll_ma—g(x) limitinde & belirsizligi

ortaya cikar.

Burada x =a i¢in f(a)=0 ve g(a)=0 oldugundan her iki fonksiyonun da (x —a)

biciminde ¢carpani vardir.

Belirsizligi gidermek icin pay ve payda carpanlarina ayrilir. Pay ve paydadaki (x —a)

carpanlan sadelestirilerek belirsizlik giderilir.



Bir Fonksiyonun Bir Noktadaki Siirekliligi

ACR ve f:A- R, f(x) bir fonksiyon olsun. a € A olmak lzere

lim f(x) =f(a)

X—a

esitligi saglaniyorsa f fonksiyonu x = a noktasinda sureklidir denir.

Bir baska ifadeyle f(x) fonksiyonunun bir x = a apsisli noktasindaki limitinin degeri o
noktadaki goriintistine esit oluyorsa f(x) fonksiyonu x = a noktasinda sureklidir.

Polinom fonksiyonlarin en genis tanim kiimesinin gergek sayilar kiimesi oldugu ve her nok-
tadaki limitinin o noktadaki gérintisine esit oldugu limit konusunda belirtilmisti. Bu durum-
da polinom fonksiyonlar her x gergek sayisi icin streklidir.

f(x) ve g(x) birer polinom fonksiyon olmak zere

_ f(x)
h(")__g(x) (g(x)#0)

bicimindeki h(x) fonksiyonlari tanimli olduklari en genis kimede stireklidir.



Bir Fonksiyonun Grafigi Uzerinde Siirekli ve Siireksiz Oldugu Noktalar

y
A

S~ -

Yanda grafigi verilen f fonksiyonu her x
gercek sayisi icin tanimli ve her noktadaki
limiti fonksiyonun o noktadaki gériintiistine
esit olacagindan fonksiyon her x gercek sa-
yisi igin sureklidir. Bu durumda fonksiyonun
surekli oldugu en genis kime R olur.

0 » X
y Yanda grafigi verilen g fonksiyonu x =a
4 . . .
apsisli noktasinda tanimli ve limite sahip ol-
masina ragmen bu noktadaki limiti gorinta-
b stine esit olmadigindan g fonksiyonu x = a
noktasinda strekli degildir. Bu durumda
\ fonksiyonun surekli oldugu en genis kiime
— y=g(x) R—{a} olur.
0 3 »X
K Yanda grafigi verilen h fonksiyonu x =a

?\Fh(x)

X

apsisli noktasinda tanimli olmasina ragmen
bu noktada limiti olmadigindan fonksiyon

x = a apsisli noktasinda strekli degildir.

Bu durumda fonksiyonun strekli oldugu en
genis kime R —{a} olur.



Yanda grafigi verilen t fonksiyonu x = a
apsisli noktada tanimli olmadigindan a
degeri fonksiyonun surekli oldugu en genis
kiimenin bir elemani olamaz. Bu durumda
fonksiyonun sirekli oldugu en genis kiime

\\_ R—{a} olur.
i y =t(x)

P <

5.2. ANLIK DEGiSiM ORANI VE TUREV

Turev Kavrami

x konum (metre) Yanda dogrusal olarak hareket eden bir
4 x(t) hareketliye ait konum-zaman grafigi veril-
/ mistir. Bu hareketlinin t,. ve t. saniyeler
x(t) arasinda ortalama hizi; bu hareketlinin
konumundaki degisiminin, zamandaki degi-
sime orani ile hesaplanir.
X(ty) .
0 tio t P t zaman (saniye)

v' V4, bu hareketlinin t,. ve t. saniyeler arasindaki ortalama hizi

V' Ax , konumdaki degisimi

v' At , zamandaki degisimi olmak Uzere ortalama hiz

~ Ax _ x(t)—x(ty)
= AL t=1, olur

VO

Burada Ax, x bagimh (t ye bagli) degiskenin degisimidir.
At, t bagimsiz degiskenin degisimidir.

Ax

Budurumda V_, = At ifadesine degigim orani denir.



Anlik Degisim Orani ve Tiirev

X konum Yanda dogrusal olarak hareket eden bir hare-
4 ketliye ait konum-zaman grafigi gosteriimistir.

Bu hareketlinin t. ve t,. saniyelern arasindaki
ortalama hizinin

Ax _ x(t)—x(tg)

I SAt T T ¢,

V-u rt

X(tg) oldugu bilinmektedir.

Bu hareketlinin t; anindaki anlik hizi bulunmak istenirse t nin t; a yaklasirken
fonksiyonun degisim orani hesaplanmalidir. Bu oran

_ x(t)—x(tg)
Mg,

limiti ile hesaplanir. Bu limit degeri hareketlinin t, anindaki anlik hizi olup bu deger
fonksiyonun t, anindaki anlik degisim oranidir. Bir fonksiyonun anlik degisim oranina
ise fonksiyonun t, noktasindaki tiirevi denir ve x'(t,) ile gosterilir. O halde

. x(t)—x(t,)
x'(ty) = lim———2%= olur
(-:1) e t_tﬂ

¥ konum

x(t)

X(tg)

p tzaman

x(t) fonksiyonunun t. ve t,. zamanlar arasindaki degisim oraninin (t,x(t)) ve
htos x(tn D noktalarindan gecen dodrunun egdimi oldudu belirtilmisti. Yukaridaki grafik ince-
lendiginde t,t; a yaklasirken
t)—x(t

lim X8 = xUlg) f_i‘[* o)

t—-ty 0
limitinin degerinin edrinin t, noktasindaki tegeti olan d dogrusunun edimine esit oldugu
gordlir. O halde bir fonksiyonun bir noktasindaki tarevi, fonksiyonun o noktadaki tegetinin
edimine esittir.



Soldan ve Sagdan Tiirev

ACR, f:A—-R ve acsAigin

VT f(x)—f(a) limiti varsa bu limit degerine f fonksiyonunun x =a
an;L X—a noktasindaki soldan tiirevi denir ve f'(a™) ile gosterilir.
7 lim fx)—f@) limiti varsa bu limit dederine f fonksiyonunun x = a
x-at X4 noktasindaki sagdan tiirevi denir ve f'(a™) ile gosterilir,
Turev Tanimi

ACR,f:A—-~ K ve acA igin f strekli olmak tizere

J'{Ii_’n;_% = J{Ii_ﬁn;}f% = lim % limitine f fonksiyonunun X = a

noktasindaki turevi denir ve f'(a) ile gosterilir.

Boylece f fonksiyonun x = a noktasindaki tirevi

' . fOO—f(a)
f(a)=Im=S==a

biciminde tammianir.

f fonksiyonun x =a noktasindaki tirevi olan f'(a)= Jiﬂw ifadesinde

X —a =h donusumu yapilirsa

Xx—-a=h-p

x—a =h= x=a+ h olur. Bu durumda f fonksiyonun x = a noktasindaki turevi

’ ... flat+h)—f(a)
f(a)= I!.Iﬂ h

biciminde de ifade edilebilir.

Bir f(x) fonksiyonunun bir x = a apsisl noktasindaki tarewvi

' (a)= lim f{a+hr:‘|b—f(a}
h— O

oldugundan herhangi bir x noktasindaki turewi

£ (%)= Aiﬂ f(x + hr:: — f(x)

’ ’ d ) -
limiti ile bulunur. Burada f (x)= % veya f (x) = % olarak gosterilebilir.

1:?_: ifadesine tlirev operatori denir.



Turev Alma Kurallari

¢ € B olmak Gzere
f(x)=c ise f(x)=0 olur.

a< R ve n<s ( olmak lizere

fx)=a-x" ise fx)=a-n-x""" olr.

ddx ifadesi turev operatori olmak tzere

i }—d“’” £ (x)

éj—xg{x} dg;x} g'(x)
d—y—y biciminde gbsterilir.

df(x)

Bir f(x) fonksiyonunun tirevi olan dx_ gin

d ."df{x})_ d?f(x)
dx\ dx / dxz

ifadesine f(x) fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevi denir ve f”(x) ile gosterilir.
Bir Fonksiyonun Bir Noktada ve Bir Aralikta Tiirevlenebilirligi

ACE, f:A—R ve acA igin f strekli olmak Uzere

Bir fonksiyonun x =a noktasindaki sagdan ve soldan turevleri birbirine esit ise bu
fonksiyon x =a noktasinda tirevienebilirdir.

f(af)=f(a )=k = f'(a)=k olur.

v" Bir f fonksiyonu (a ,b) ndaki her noktada tiirevienebilir ise bu fonksiyon (a,b) nda
turevlenebilirdir.



Yanda verilen y = f(x) fonksiyonunun
grafidi incelenirse a ya soldan yaklasir-
ken egriye cizilen tedgetin d dodrusu ve
a ya sagdan yaklasirken cizilen tegetin
d k dogrusu oldugu gdruldr.
— y=fx) Bu durumda d dogrusunun egimi my
ve k dogrusunun egimi m,, olarak ifade
edilirse

f'(a~)=my ve f'(a")=m, olur

Burada my # my, oldugundan fonksiyo-
nun a noktasindaki sagdan ve soldan
turevleri farkhdir.

L

O halde f fonksiyonunun x = a apsisli
noktasinda tirevi yoktur.

f fonksiyonunun, x= a apsisli noktasinda surekli olme
sina ragmen bu noktada turevi yoktur. Bu tur noktalara
fonksiyonun kirilma noktalar denir.

Bir fonksiyonun kirilma noktalarinda tirevi yoktur.

Yanda verilen f(x) fonksiyonun grafigi incelendigin-
de fonksiyonun tamimsiz oldugu a, streksiz oldugu

b ve c apsisli noktalarda egriye teget cizilemeyecedi
aciktir. Bir fonksiyonun bir noktadaki turevi fonksiyo-
nun grafigine o noktasinda ¢izilen tegetinin egimine
esit oldugundan bu fonksiyonun a, b ve ¢ noktalarinda
tirevi yoktur.

SONUGC

v Bir fonksiyon bir x =a apsisli noktada tanimli degilse x = a apsisli noktada
tarevii de dedgildir.

v Bir fonksiyon bir x = a apsisli noktada strekli degilse x =a apsisli noktada
tirevli de degildir.

v" Bir fonksiyon tarevli oldugu her noktasinda sireklidir.



Tiirevlenebilen iki Fonksiyonun Toplaminin, Farkinin, Carpiminin ve Béliimiiniin Tiirevi

f(x) ve g(x) turevlenebilir ikifonksiyon olmak tzere

v f(x)+g(x) fonksiyonunun tiirevi v f(x)—g(x) fonksiyonununttrevi
(560 +g00) = (F00 + g ()Y 4 (1) - g0) = () - g ()
=f(x)+ g’ (x) olur. =f(x)—g'(x) olur.
(iki fonksiyonun toplaminin tiirevi (iki fonksiyonun farkinin tirevi
fonksiyonlarin tarevlerinin toplamidir.) fonksiyonlarin tarevlerinin farkidir.)

f(x) ve g(x) tlrevlenebilir ikifonksiyon olmak lizere

v f(x)-g(x) fonksiyonunun tlrevi
%(f(x)-g(x))=(f(x)-g(x))’=f’(x)-g(x)+g’(x)-f(x) olur.

f(x) ve g(x) tarevlenebilir ikifonksiyon ve g(x) # 0 olmak izere

v ;(();)) fonksiyonunun tirevi
d (f(x))_(f(x) )’_ f'(x)-g(x)—g'(x)-f(x) |
dx\gx)/ \gx)/ (g(x))2 olur

iki Fonksiyonun Bileskesinin Tiirevi

f ve g tirevlenebilir iki fonksiyon olmak Gizere y = (f 0 g)(x) bileske fonksiyonu icin
y=(fog)(x)=y=f(g(x) olur.

Bu ifadede u = g(x) déntstmu yapilirsa u =g(x) ve y =f(u) olur.

y=f(u) = d—y=f’(u)
%LCI . ifadeleri taraf tarafa carpilirsa
U:g(X) =>X W=Q(X)
ﬂ-(“l—l"=f'(u)- ’(x):>d—y=f’( (x))-g’(x) ol
du dx ~ Y40 d gix)j-g ixJ olur.
dy f'(g(x))

dx

O halde y = (f o g)(x) bileske fonksiyonunun turevi y' =f (g(x))-g’ (x) olarak elde edilir.

dy dy du

dx — du  dx ifadesine ise zincir kurali denir.




SONUC

acR ,neQ ve f(x) sifirdan farkh tlirevlienebilir bir fonksiyon olmak tzere

y=a [fo)"=y =a-n-[f)]" - (x) olur.

Bir Fonksiyonun Artan veya Azalan Oldugu Araliklar

y

A Yanda y = f(x) fonksiyonunun grafigi ve bu grafige
/
@]

X = a apsisli noktasinda cizilen tedeti olan d dogru-
su verilmistir. d dodrusu x ekseni ile pozitif ydnde a
radyanlik a¢i yapmaktadir.

f fonksiyonun x = a apsisli noktasindaki tirevinin degeri, fonksiyona x =a apsisli noktasinda
cizilen tegeti olan d dogrusunun egimine esittir. d dogrusunun egimi m; olmak tzere

f'(a)=tana =m, oldugu biliniyor.
Bu durumda
vV 0<a< % ise tana > 0 olacagindan f'(a) > 0 olur.

v % < a < 7 ise tana < 0 olacagindan f'(a) < 0 olur.

Sonug olarak ttrevlenebilir bir fonksiyonun grafiginin Gzerindeki bir noktadan cizilen tegetinin x
ekseni ile pozitif ydnde yaptigi aci;

v Dar agi ise tegetin edimi pozitif ve teget dogrusu saga yatik olur.

v" Genis agl ise tegetin egimi negatif ve tedet dogrusu sola yatik olur.

Y Y
F 9 rF
= . =g{ X
y Ef(x) a(x,) 5 y =g(x)
9(%q)
f(x2)
f(x4q)
O] a X, X, b »X ol a X, x, b » X
f:l[a,b]— R, olmak tizere g:la,b] - R, olmak tzere
vV X4, X, € [a,b] igin ¥V X4, X, € [a,b] igin
x; < X, iken f(x4) < f(x,) oldugundan x4 < X, iken g(x4) < g(x,) oldugundan

f fonksiyonu [a,b] nda artandir. g fonksiyonu [a,b] nda artandir.



[a,b] nda artan ve (a,b) nda tirevienebilen f ve g fonksiyonlarina (a,b) nda gizilen tegetleri
incelenirse

y

_

f(x) ve g(x) fonksiyonlarina (a,b) nda gizilen tedetlerinin x ekseni ile pozitif yénde dar aci

yaptiklari géralmektedir. Bu durumda f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin (a,b) ndaki her noktada
tlrevleri pozitiftir.

y y
A A
L

f(x)|
f(xz) T y=1(x)
o[s x x 15 %
f:[a,b]— R, olmak lizere g:la,b] = R, olmak iizere
V X4, X5 € [a,b] igin V X4, X, €[a,b] igin
x; < x, iken f(X4) > f(X2) oldugundan x4 < X, iken g(x4) > g(x,) oldugundan
f fonksiyonu [a,b] nda azalandir. g fonksiyonu [a,b] nda azalandir.

[a,b] nda azalan ve (a,b) nda tiirevlenebilen f ve g fonksiyonlarina (a,b) nda cizilen teget-
leri incelenirse

b4
V'

» X




f(x) ve g(x) fonksiyonlarina (a,b) nda gizilen tegetlerinin x ekseni ile pozitif ydénde genis agl
yaptiklar gérilmektedir. Bu durumda f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin (a,b) ndaki her noktada
tirevleri negatiftir.

y
F
f:[a,b]— R ,olmak lzere
ooy = f(x) . .
V X,,X%, € [a,b] igin f(X;)=f(X;) oldugundan f
' fonksiyonu [a,b] nda sabit fonksiyondur.
| f(x) sabit fonksiyonunun (a,b) ndaki her noktada
0| a b >X tirevi sifirdir.
SONUC

f:la,b]= R vef, (a,b) nda turevienebilir bir fonksiyon olmak tizere
v’ ¥x €(a,b) igin f(x) >0 «=f fonksiyonu [a,b] nda artandir.
v’ ¥x=(a,b)icin f(x) <0< f fonksiyonu [a,b] nda azalandir.

v ¥x<=(a,b)icin f(x)=0=f fonksiyonu [a,b] nda sabit fonksiyondur.

SONUC

Gergek sayilar kiimesinde tanimli bir f(x) fonksiyonu icin ' (x) = ax’ +bx +c olmak
tzere

ax2 +bx +c¢ =0 denkleminde

v a>0ve A<0ise f fonksiyonu daima artandir.

v a<0ve A=<0ise f fonksiyonu daima azalandir.



Bir Fonksiyonun Mutlak Maksimum ve Mutlak Minimum,

Yerel Maksimum ve Yerel Minimum Noktalari

f:A—R ve (a,b) C A olmak {izere bir x, € (a,b) i¢in fonksiyonun bu araliktaki en blylik degeri
f(xo) oluyorsa (xo,f(xo)) noktasina f fonksiyonunun bir yerel maksimum noktasi denir.

Asagida grafidi verilen fonksiyonlarin (xg ,f(xo)) noktalari yerel maksimum noktalaridir.

y y y
'y F 3 'y
f(xo)/ f(xo)
f(xo)
A\, AN\ .
[ @ % b /° 2 x b N of a b-xg
y y y
F 3 F 3 r 3
f(o) f(xo)
f(Xo) |
A1 | i |
0 é Xo b >x 0 !a Xg b > of a x5 b > X

f:A—R ve (a,b)c A olmak izere bir x, € (a,b) igin fonksiyonun bu araliktaki en kiiglik degeri
f(xo) oluyorsa (Xo,f(xo)) noktasina f fonksiyonunun bir yerel minimum noktasi denir.

Asagida grafigi verilen fonksiyonlarin (XO ,f(xo)) noktalari yerel minimum noktalandir.

y y y
rF 3 r 3 F 3
N H\\/ fxo) - /
f(XO) | f(xo) :
o a x, b > o a x, b > o[ a=x, b >
y
N .
f(xo) f(xo)
f(xo) - |
: : > X : > X o 2 x. b >
of a x4, b O] a x; b 0




Bir fonksiyonun yerel maksimum ve yerel minimum noktalarina genel olarak ekstremum
noktalari denir.

Bir fonksiyonun tanimli oldugu araliktaki en buylk degerini aldigi noktaya mutlak maksimum
noktasli, en billylk dederine ise mutlak maksimum degeri denir.

Bir fonksiyonun tanimli oldugu araliktaki en kiigik degerini aldigi noktaya mutlak minimum
noktasl, en kiiciik degerine ise mutlak minimum degeri denir.

2 Bir fonksiyonun tanimli olmadigi noktalarda ekstremum
noktasi yoktur.

Yanda grafigi verilen fonksiyonun x, apsisli noktasinda
ekstremum noktasi yoktur.

1 Bir fonksiyonun tirevli olmadidi noktalar ekstremum
noktalari olabilir.

Yanda grafigi verilen fonksiyonun x, noktasi kiriima
noktasi oldugundan fonksiyonun x, noktasinda tirevi
4 > X yoktur. Ancak fonksiyonun (xo,f(xo)) noktasinda bir

0 Xp .
yerel maksimumumu vardir.
4 Turevlenebilir bir fonksiyonun ekstremum noktalarindan
cizilen tegeti x eksenine paralel olacagindan bu tegetle-
/ rin egimleri sifirdir. Bu nedenle tirevlenebilir bir fonksiyo-

nun, ekstremum noktalarinda tiirevleri sifirdir.

Yanda grafigi verilen fonksiyon X, apsisli noktasinda bir
[ o] X \ ekstremum noktasi vardir. Burada f'(x,) =0 olur.

Y Tlrevlenebilir bir fonksiyonun tirevinin sifir oldugu her
nokta ekstremum noktasi olmak zorunda degildir.

/ Yanda grafigi verilen fonksiyonun x, apsisli noktasinda-
/ ki tegetinin egimi sifir (f'(x,)=0) olmasina ragmen bu
> X nokta ekstremum noktasi degildir.




v Bir fonksiyonun tlrevinin sifir oldugu noktanin ekstremum noktasi olabilmesi igin
fonksiyonun tlrevinin o noktada isaret degistirmesi gerekir.

H Yanda grafigi verilen fonksiyonun tirevi, X, noktasinin solunda

\ negatif, saginda pozitif oldugundan fonksiyonun x, noktasinda
bir yerel minimumu vardir.

roo< 5 Fo=0 Bir baska ifadeyle fonksiyonun x, noktasinin solunda azalan
. saginda artan oldugu gérilmektedir.
] Xg v
Bir fonksiyonun azalanliktan artanlida gec¢tigi noktaya yerel
minimum noktasi denir.
1 Yanda grafigi verilen fonksiyonun tirevi, x, noktasinin solunda
pozitif, saginda negatif oldugundan fonksiyonun x, noktasinda
F00>0 (0 <0 bir yerel maksimumu vardir.
Bir bagka ifadeyle fonksiyonun x, noktasinin solunda artan
. saginda azalan oldugu gorulmektedir.
0, Xg \' X
Bir fonksiyonun artanliktan azalanliga gectigi noktaya yerel
maksimum noktasi denir.
SONUC

f:R— R, f(x) polinom fonksiyon olmak Uzere

v f'(x)=0 denkleminin kéki yoksa ya da yalnizca gift katli kokii varsa f(x)
fonksiyonu daima artan ya da daima azalan olur. Daima artan ya da daima
azalan fonksiyonlarin ekstremum noktalari yoktur.

v 3 4

»X

o

\

Yukarida daima artan ve daima azalan fonksiyonlarin grafiklerine érnek veril-
migtir. Grafikler incelendiginde ekstremum noktasi olmayan yani daima artan
ve daima azalan fonksiyonlarin bire bir ve érten oldugu géralar.

/




Tirev Yardimiyla Bir Fonksiyonun Grafiginin Cizimi

v’ Bir fonksiyonun grafigi gizilirken tanim kiimesine dikkat edilmelidir. Bu bélimde
yalnizca polinom fonksiyonlarin grafikleri gizileceginden polinom fonksiyonlarin en
genis tanim kiimesi olan gercgek sayilar kimesinde grafik ¢izimi yapilacaktir.

v' Fonksiyonun eksenleri kestigi noktalara bakilmalhdir. f(x) =0 denkleminin tek katli
kéklerinde grafik x eksenini keserken ¢ift katl kklerinde x eksenine teget olacaktir.

v Fonksiyonun tlirevi yardimiyla varsa ekstremum noktalari bulunmali ve artan ile
azalanhk durumlari incelenmelidir.

v y=mx+n biciminde verilen bir dogrunun egimi m dir.
v ax+by+c=0 biciminde verilen bir dogrunun egimi m =—% olur.

v Grafigi verilen bir dogrunun egimi, bu dogrunun x ekseni ile pozitif yénde yaptigi
acl a olmak tizere m =tana olur.

Yo~ VY4

— olur.
X2~ X4

v A(X1 ,y1) ve B(Xz,yz) noktalarindan ge¢en dogrunun egimi m =

v  d, ve d, dogrularinin egimleri sirasiyla m, ve m, olmak tizere

d,/7d,em,=m, ve d; Ld, ®m, -m, =—1 olur.

v A(Xg,Yg) noktasindan gecen ve edimi m olan dogrunun denklemi

y—yo,=m(x—x,) olur.

Maksimum ve Minimum Problemleri

Maksimum ve minimum problemlerinde en biiyiik ya da en klguk olmasi istenen degeri tek
degiskene bagli bir fonksiyon olarak ifade ettikten sonra bu fonksiyonun maksimum ya da mini-
mum degeri arastinlir.



